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0.1 Informacoes

Data da entrega da lista: dia 01 de Outubro, segunda-feira. Trabalhos em equipe, basta um tdnico trabalho
ser entregue e neste caso, no cabegalho, devem estar os nomes completos de tod@s @s alun@s junto com os seus
respectivos e-mails. Ao lado do nome o registro de pontos adquiridos. O nimero de membros de uma equipe nio
deve ultrapassar trés. Preste atencgdo ao nome do arquivo.

Haverd possibilidade de adquirir pontos: mostrando-me erros na lista ou na pagina, um ponto por erro encon-
trado, esta lista tem um texto de apoio.

0.1.1 Objetivo

Fungdes fungdes trigonométricas e os ntimeros complexos. Derivada e integral das funcdes trigonométricas.
Nesta lista de exercicios vamos recuperar vérias desigualdades trigonométricas com o objetivo de provar que

’ ’
(sen(x)) = cos(z) e (cos(z)) = —sen(x) (1)
Em todas as questdes desta lista a varidvel p representa o zero, representa uma Sucessio que converge para
zero, ou, ainda, sempre vou calcular o limite lim
o
Palavras chave derivada do seno, derivada do coseno, férmula de Euler, integral das fungdes trigonométricas,

numeros complexos, relagoes trigonométricas, teorema do sanduiche.

0.2 Exercicios

1. Confira os calculo algébricos

(a) (V[I(F)[] Se u=(2+3i),v=(3+21t) entao
w+v=(243i)+ (3+2i) =5+ 5i
(b) (V)[J(F)[] Se u = (2+ 3i),v = (2+ 3i) entdo
wv = (2+ 30)(2 + 3i) > 0
(¢) W[IFE)[]Seu=(2+3i),v=(3+ 2i) entdo
wo = (24 31)(3 + 2i) = 130

nao é positivo e nem é negativo, mas é o quadrado do nimero com-
plexo u = (24 3i). No conjunto dos nimeros complexos nao existem
os conceitos “negativo” e “positivo”, mas todo nimero complexo tem
um inverso aditivo.

(d) M[E)[] (a+bi)+ (c+di)=a+c+ (b+d)i

(&) M[]ME)]] (a+ bi)(ec+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

2. Identifique as afirmagoes corretas

(a) V)] (2+30)(3 + 2i) = 13

(b) (V) H(F)[] (2+3Z (2—3i)=13

() WE)[]*=

(d) (V)[J(F)[]#* = —1 é a prépria definigao do niimero complexo i.

(e) M[](F)]] 22 +1 =— 2 = +i foi a equacio que motivou a criagio

dos nimeros complexos com a invengao do niimero complexo i para
resolvé-la.

3. Identifique as afirmagoes corretas
LE)] 12 +30) =13
()] 12+ 30)| = VI3
)] (2+30) 252 =1
LIE)[] [(cos(y) +isen(v)| = 2
LI |

(cos(y) +isen(y)| = 1, porque o niimero complexo
z = (cos(y) + isen(v)
se encontra sobre o circulo trigonométrico, um circulo de raio 1.

4. Identifique as afirmagoes corretas

a) (V)[ [(F)[] Para qualquer arco «, |(cos(c) + isen(a)| =1

) VU]
) NUE)[] (2+32)(2*3i):\/E
(¢) WMME)] (2 +3i)(2 - 3
(@) MUIE)] e
(e) WMME)]

V) |(F 2

) )=
cos?(a) + sin?(a) =
e cos?(a) + sin?(a) =

5. Conjugado e inverso

(a) (V)[(F)][] Sez = a+bi e w = a — bi entdo w = Z, se chama de
conjugado de z e
2w =a® +b* = |z|?
(b) W)[J(F)[] Se 2z # 0 entdao é—; = 1 de onde se pode deduzir que
% = % O programa calculadora calcula o inverso de um ntmero

complexo e mostra graficamente z, %




(¢) (V[](F)[] Se z,w forem dois niimeros complexos entao

(zw) = zw

o produto dos conjugados é o conjugado do produto. Leia na pagina

a respeito.
(d) W[]E)[] Se (24 3i)z+ (4 — 7i) = 10 + 3i entdo z =~ —39.0769 +
25.53851
(€) (V)[I(F)[] Se (2+3i)z + (4 — 7i) = 10+ 3i entdo » = LT
6. Notacao de Euler:
cos(7y) +isen(y) = e (2)

Selecione alguns valores para «,~y e represente geometricamente

e = (cos(7) +isen(7) 3)
e’ = (cos(a) + isen(a)) (4)
e= = (cos(—) + isen(—) (5)

O produto dos ntimeros complexos €7, '@ é
(a) (VE)[] e'0F) = cos(v)sen(y) + icos(ar)sen()
(b) MLIE)[] ') = cos(y)cos(r) — sen(y)sen()

) MIE)[]

—

etlra) —
= cos(7y) cos(a) — sin(7y) sin(a) + i [cos(7) sin(a) + sin(7y) cos(a)] =
= cos(y + ) +isin(y + @)
(d) W]
Ap(exp)(iz) = exp(i(x + p)) — exp(iz) (6)
Qp(exp)(iz) = explip) = cos(p) + isin(p) (7)
(e) VMIE)]
Ay (exp)(iz) = eilete) _ giz — e”ei”v — e =¢eie? —1) (8)
Qy(eap)iz) = eiv =1 )
Qpleap)(iz) = ei* (21 4 jiinto) ) (10)

7. A derivada do seno A figura (1) pdgina 6, apresenta-lhe o circulo trigo-
nométrico

(a) (V)[ (F)][] O operador quociente e seno. Para pequenos valores de
p € verdade

Qp(sin)(w) = sletel=sin)

Qp(sm)(m) _ sin(x)cos(p)+sin(p)cos(z)—sin(x)

P

sin(z)(cos 1)+sin(p)cos(z
Qp(sim) () = Snteess(p)= tsinipicosta
Qp(sm)(m) _ sin(x) ((,:)).s(p) 1) + 5zn(p);o.s(x)

Q,(sin)(z) = sin(z )7(005(’)) Dy sm(") cos(x)

(b) (V)[(F)[] Se admitirmos a hipétese de que as fungdes seno e co-
seno sao continuas e derivaveis na origem, entao os calculos no item
anterior nos conduzem a

sin(p) _ sin(0+p)—sin(0) _
o p -

Qp(5in)(0) = 22— sin/(0)

(cos(p)—1) __ (cos(0+p)—cos(0)) __
p p

Qp(cos)(0) = Leos(pl=cosO) _, p5/()

mas nés ainda ndo sabemos quanto vale sin’(0) e cos’(0) = 0 porque
cos(x) é uma funcdo par, derivavel, o ponto zero é um ponto de
maximo onde ha uma tangente horizontal.

(¢) (V)[](F)[] Usando o teorema do sanduiche para calcular a derivada
do seno em zero. Podemos verificar, examinando o circulo trigo-
nométrico, na figura (1), pagina 6, que para pequenos valores do
angulo p é verdade que

sin(p) __ sin(p) sin(p) sin(p) sm(p) p
tan(p) cos(p) < cos(p) < <
1 sin(p) _ sin (p) 511’1(p)
wos(m) < Tan(p) —  cos(p)

cosl(p) < Sinp(p) = Qp(SZ’I’L)(O) < %

E como 22 — _1__ ¢ yma funcio contfnua! numa vizinhanca de

tg(p) cos(p)
zero (quando p for pequeno), entdao, pelo Teorema do Sanduiche,

PR ) 1
sin'(0) = Llir(l) Q,(sin)(0) = cos(0) 1

LA importancia deste conceito tedrico, a continuidade! Ele entra em pontos chave de
demonstracoes.




(d) (V)[](F)[] Derivada do seno.

Qp(sin)(l‘) = w _

_ sin(x)cos(p)—sin(p)cos(z)—sin(z) _
P
_ sin(x)(cos(p)—1)—sin(p)cos(x) _
P
cos(p)—1 sin(p)

= sm(m)T — Tcos(x)

= sin(x)Q,(cos)(0) — #cos(m)

})iil(l) Q,(sin)(z) = sin’(z) = cos(x)

(e) (VM[](F)[] A derivada do coseno.

Q(cos)(w) = costeoimeenlz) — (1)
_ cos(xz)cos(p)—sin(xz)sin(p)—cos(x) _ (12)
p

_ cos(x)(cos(p)—1)—sin(x)sin(p) __
= P = (13)
= cos(ac)%p))*1 - sm(m)%@) (14)
= cos(x)Q,(cos)(0) — sin(m)@ (15)
= cos(x)Q,(cos)(0) — sin(z)Q,(sin)(0) (16)

J& vimos que liﬂ(l) Q,(sin)(0) = 1 = sin’(0), usado na equagao (16), e
i

e sabendo que coseno é uma fungao par
e assumindo a hipdtese que coseno seja diferenciavel;

entao liII(lJ Qp(cos)(0) = 0 e concluimos que
p=

(cosx) = },ii% Qp(cos)(z) = —sin(z) (17)
(cosz) = —sin(x) (18)
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Figura 1:
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