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0.0.1 Objetivo

Esta lista esta baseada no texto de apoio publicado na pégina.

Consulte também a pagina

http://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada

Os programas (scripts para gnuplot),

exer06_02_e.gnuplot, exer06_04_e.gnuplot

se encontram na pégina, no link “programas”.

Palavras chave aproximagao polinomial, derivada segunda, derivada terceira,

derivada de ordem n, desenvolvimento limitado, Polinémio de McLaurin, Polinémio
de Taylor, Regra de L’Hopital

0.1 Exercicios

1. Polinémio de Taylor Considere o polinémio

P(z) = ap + a1(z — a) + az(z — a)? + az(v — a)®;
(a) (V)[](F)[] As derivadas de P sio
P'(z) = ay; P"(2) = 2a2; P (2) = 3as
(b) (V)[](F)[] As derivadas de P sio

P'(z) = a1 + 2as(x — a) + 3as(x — a)?;
P"(z) = 2as + 6az(x — a);
P"(x) = 6ag
P)(z) = 0;
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(¢) (V)[1(F)[] As derivadas de P no ponto x = a séo

P(a) = aOQP/(CL) = al;P”(a) _ 2a2;P'”(a) = 6as

(d) (V)[](F)[] Se a fungdo f tiver derivadas, pelo menos até 3 ordem em
um intervalo contendo o ponto x = a, entao é possivel encontrar um
polinémio do terceiro grau, que melhor tangencia o grafico de f no
ponto (a, f(a)) e a equagao deste polindmio (polinémio de Taylor) é

f"(a) f"(a)
Pa) = f(a) + @) —a)+ T @ —ap + T 0 (5)

(e) (V)[](F)[] Se a fungao f tiver derivadas, pelo menos até 3 ordem em
um intervalo contendo o ponto z = a, entao é possivel encontrar um
polinémio do terceiro grau, que melhor tangencia o grafico de f no
ponto (a, f(a)) e a equagdo deste polindémio (polinémio de Taylor) é

P) = fa) + F@)e—a)+ L0 a2+ T oy 9

2. Polinomio de Taylor Para obter o polinomio de Taylor de grau trés

P(z) = ag + ay(x — a) + az(z — a)® + az(z — a)®
que melhor tangéncia o grafico de f no ponto x = a é verdade que

(a) (V)[](F)[] A funcdo f nao precisa ter derivadas.

(b) (V)[](F)[] A fungdo f precisa ter pelo menos derivadas até a ordem
trés.

(¢) (V[](F)[] O seguinte sistema de equagdes deve ser satisfeito:

P/(a’) = f,(a) = a1 = f/(a)§ (7)
P"a)=f"(a) = a2 = [f"(a);
P///(a) _ f///(a) = a3 = f’”(a);

(e) (V)[](F)[] Considere o polinémio

Plx)=1+2+a°

como ele tem derivadas de qualquer ordem, posso escrever um po-
lindmio, desenvolvido no ponto x = a identico a este polindomio com
a expressao

e (iv) a (v) a
Py )(z—a)3+P 4!( )(z—a)4+P57!()(z—a)5
9)

e isto pode ser testado com gnuplot com o script exer06_02_e . gnuplot

: P"(a)
Q(z) = P(a)+P'(a)(z—a)+—— (z—a)’+—




3. Dois polinémios de grau n Supondo que vocé tenha feito a questao 9 e
tenha testado (feito experiencias com) o programa exer06_02_e.gnuplot

(a) (V)] (F)] ] Se dois polinémios do grau n coincidirem em n+1 pontos,
eles sao idénticos.

(b) (V)[](F)[] Dado um polinémio do grau n, P. O polinémio de grau
n, Q) obtido com o desenvolvimento de Taylor de P coincide com P.

(¢) (V)[](F)[ ] Posso usar o desenvolvimento de Taylor para re-escrever
um polindémio como poténcias de (z — a) para qualquer valor de a.
O resultado serda um polinémio do mesmo grau que o primitivo, os
dois gréficos coincidem.

(d) (V)[ ](F)[] Se dois polinémios do grau n tiverem todas suas derivadas
coincidindo em um determinado ponto (z — a) e se também tiverem o
mesmo valor no ponto (x — a), eles simplesmente coincidem em todos
os pontos de R.

() VIF)[] Se

P(z) =ao+ay(x —a) +as(x —a)* +---a,(z —a)”

Q(x) = P(a) + P'(a)(x — a) +

entdao P, (Q s@o os mesmo polinémios.

4. Desenvolvimento limitado - Taylor do seno Quando o desenvolvimento de
Taylor for feito na origem, é chamado de polinomio de McLaurin.

(a) (V)[ (F)][] As derivadas do seno, na origem sao
-1,1,-1,1,-1,1,...
(b) (V)[](F)[] As derivadas do seno, na origem sio
~1,0,1,0,-1,0,1,0,-1,0,1,0, ...

(¢) WV[](F)[] Um polinomio de Taylor para o seno, desenvolvido na

origem é
A R LA
P)=2——+———+ — 10
@) =2-F+—=-—+ (10)

(d) (V)[](F)[] O polinémio de Taylor de grau 9, para o seno, desenvol-
vido na origem é

P(a)=2— &+ o= o+ gr (11)

(e) (V)[](F)[] O polindémio de Taylor de grau 8, para o coseno, desen-
volvido na origem é

Plx)=1- "=+ — ¥+'— (12)

Vocé pode visualisar os gréaficos do coseno e deste polinomio de grau
8 usando o script para gnuplot exer06_04_e.gnuplot

5. Colagem diferenciavel Considere os dois polindomios

Pi(z)= (z+3)z;
{ Py(z) = z(x—4)x; (13)

(a) (V)[J(F)[] Se a funcéo y = f(x) estiver definida pelas equacoes

T < 0 aio = Pl(—?)); a1 = Pl/(—3);(11_’2 = Pl//(—?));

<0 f(@)=a10+ar1(x+3) + a2z + 3)>

x>0 az.0 = P2(4);CL2’1 = P2’(4);a272 = PQN(4);CL273 = Pm( ),

<0 f(z)=a0+azi(x—4)+azz(z— 4)2 ag,3(z — 4)3

(14)

Entéao f coincide com Pj(x) no intervalo [—3, 0] e coincide com Py (z)
no intervalo [0,4]. Vocé pode testar se é verdade ou falso usando
gnuplot, mas isto serd insuficiente como prova de se é verdade ou
falso.

(b) (V)[](F)[] Se a funcdo y = f(x) estiver definida pelas equagoes

J)SO Cll’():Pl(*?));al_J :P{(*3);a12 Pll/( 3)7

J)SO f(x):a1,0+a171(x+3)+a12(;1:+3)

x>0 azo=Py(4);a21 = Py(4); 52 = Py(4); 22 P(w (4);

z<0 flz)=as0+asi(x—4)+ a272(x — 4)2 + ag,d(:r —4)3

(15)

Entao f coincide com P (z) no intervalo [—3, 0] e coincide com Py (x)
no intervalo [0,4]. Vocé pode testar se é verdade ou falso usando
gnuplot, mas isto serd insuficiente como prova de se é verdade ou
falso.

() WMIJE)[] Se a funcdo y = f(x) estiver definida pelas equacdes
x <0 1,0 = Pi(=3);a11 = P{(—3 )a1,2—P”(23)9
<0 f()_a10+a11(x+3)+a12($+3
£>0 aso=Pa(d);azs = Pj(4);az = 2 )’a2,3 = 0,
z<0 f(z)=as0+as(z— )+(12 2(7 — ) + ag3(r —4)3
(16)




Tk | Uk dy,

-7 1| —10 | —70.65
0 0 —0.533
7 —6 0

Tabela 1: Dados lidos por sensor

Entéao f coincide com P;(z) no intervalo [—3, 0] e coincide com Py (z)
no intervalo [0,4]. Vocé pode testar se é verdade ou falso usando
gnuplot, mas isto serd insuficiente como prova de se ¢ verdade ou
falso.

(d) (V)[](F)[] Colagem diferencidvel com polinomios de grau 3 Considere

a seguinte tabela de dados (obtidos por um sensor)

em que x € [—7,7], yr é a medida colhida no ponto zy, e dj, é a taxa
de variagdo (derivada) colhida no ponto xj pelo sensor. E possivel
definir dois polinémios do terceiro grau, um no intervalo [—7, 0],

Pi(z)=a10+a1(z+7) + a2+ 7%+ a1 3(x +7)°
e outro no intervalo [0, 7],
Py(x) = agg +as1(x —7) +aga(x —7)° +ags(z —7)°
de modo que eles fiquem colados, diferenciavelmente no ponto z =0
P1(0) = P»(0); P{(0) = P5(0); P{'(0) = P5/(0);

definindo uma tunica func¢do continua e diferenciavel no intervalo

[-7,7].

Solugao 1

Pi(z)=a10+a11(x+7) +a1,2($+7)2 +a173(z+7)3 (17)

Pi(~7) = —10 = a1 0; P/(~7) = —70.65 = ay.1; (18)

Pi(0) =a10+Ta11 + T*a1 2+ 7ay 3 =0 = Py(0) (19)

PJ(0) = a1.1 + 14ay5 + 147a; 5 = 0 = P}(0) (20)

=10 + 7% —70.65 + T%a1,2 + 73a; 3 =0 (21)

a1z + Tars = (—10 + 7% —70.65) /72 (22)

a1 = (=10 + 7% —70.65)/7%* — Tay 3 (23)

a1,1 + 14a12 + 147a; 3 = 0 (24)

—70.65 + 14a1.5 + 147a1.5 = 0 (25)

a1 = (—147ay 5 + 70.65)/14 (26)

a1z = —10.5a1 3 + 70.65/14 = (=10 + 7 * —70.65) /72 — Tay 5(27)

17.5a1 3 = (=10 + 7% —70.65) /7> — 70.65/14 (28)

ars = ((—10 + 7% —70.65)/7% — 70.65/14)/17.5 ~ —0.87 (29)

a1 = (—10+ 7+ —70.65)/7% — Tay 5 ~ —4.15 (30)

P2(0) = ago — Taz1 + T2azs — Tas3 =0 (31)

PJ(0) = az.1 — 14ags + 147as5 = —0.533 (32)

Py(7) = a9 = —6; Py(7) =as1 =0 (33)

—6+449a2 2 — 343a23 = 0;a2.2 = 6 + 343az 3 (34)

a1 — 1dass + 147as 5 = —0.533; (35)

az2 = —(—0.533 — 147ay 5)/14 (36)

—(~0.533 — 147az.3)/14 = 6 + 343az.3 (37)

0.533/14 + 10.5a5.3 = 6 + 343ay (38)

(343 — 10.5)as,3 = 0.533/14 — 6; as.3 ~ —0.017 (39)

(22 = —(—0.533 — 147as3)/14 ~ —0.15 (40)

Py(z) = —6 — 0.1502(z — 7)2 — 0.017(z — 7)3 (41)

(e) (V)[](F)[ ] Colagem diferencidvel com polinomios de grau 3 Considere
a tabela de dados 5d, (obtidos por um sensor) em que zy, € [—7,7], yx
é a medida colhida no ponto zy e dj é a taxa de variagdo (derivada)

colhida no ponto z, pelo sensor. E possivel definir dois polinomios
do terceiro grau, um no intervalo [—7, 0],

Pi(z)=aio+ari(x+7) +ar2(z+7)° +ar3(z+7)°
e outro no intervalo [0, 7],
Py(z) =aso+az1(x—7) + asq(r — %+ as3(z — 7)3
de modo que eles fiquem colados, diferenciavelmente no ponto z =0

P1(0) = P»(0); P1(0) = P5(0); P{'(0) = P5/(0);




definindo uma tunica funcao continua e diferenciavel no intervalo

[—7,7].
Solugao 2

Pi(z)=a10+a1(x+7) + a2 +7)2+ar3(x+7)°

P{(z) = a11 + 2a12(z + 7) + 3a1 3(x + 7)?

P (=7) =a1,0=—10; P{(—=7) = a1,; = —70.65;
Pi(0) =a1,0+ 7a1,1 +49a1 2 +343a; 3 =0
P}(0) = ay1 + 14a; 5 + 147a1 5 = —0.533
Pi(0) = —10+4 7a11 +49a1,2 + 343a;3 =0
P}(0) = —70.65 + 14a; 5 + 147ay 5 = —0.533
Py(0) = 49ay 5 + 343a; 5 = 504.55
P}(0) = (~70.65 + 14a1 5 + 147a1 3 = —0.533)3.5
Py(0) = 49ay 5 + 343a; 5 = 504.55
P}(0) = —247.275 + 49ay 5 + 514.5a; 3 = —1.8655

247.275 — 171.55a1 3 = 506.4155

_ (506.4155—247.275)
a3 = 171.55

aio = —10;0,1,1 = —70657
49(1/1,2 + 343@173 = 504.55

_ (504.55—343a4 3)

ai2 19.0

Piz)=a1o+a1(x+7) + a2 +7)2+ar3(x +7)°
PQ(Z’) = a2,0 + 042,1(1‘ — 7) + (12,2(1‘ — 7)2 + CL273(ZE — 7)3

Pi(z) = ag1 + 2ag.2(x — 7) + 3az z(x — 7)?
P5(0) = az9 — Taz,1 +49a2 2 — 343a2 3 =0
P§(0) = ag — 14as.5 + 147as 3 = 0.533
Py(7) = ag,0 = —6;
Pi(7)=a21=0
az,0 = —065a21 =0;
a2, — Taz1 +49a22 — 343a23 = 0
(ag,1 — 14as9 + 147as 3 = 0.533) % 3.5
a2,0 — Taz1 +49as 2 — 343a23 = 0

3.5(12_]1 - 4901272 + 514.504273 = 1.8655

_ (1.8655—(a2,0—Taz2,1+3.5a2,1)) .
a2,3 = 514.5_343 )

as,1 — ldag2 + 147a2 3 = 0.533
_ —(0.533—as,1—147as3)

az,2 14

Pg(l’) =azo+ a271(1' — 7) + a272(m — 7)2 + ag’g(x — 7)3

flz) =if(z < 0)Pi(x);elsePs(x);
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